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Probeklausur Mathematische Grundlagen (1141) WS 

07/08 

Klausur am 32. Dezember 2007: 

Aufgab enst ellungen 


Die Losungen der folgenden Aufgaben mussen Sie begrun- 
den. 

Aufgab e 1 

Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem liber R. 


n 2 i i\ 


fxi\ 


/5\ 

2 4 0 0 


X2 


6 

12 0 1 


X 3 


3 

\0 0 1 v 


\xj 


w 


1. Bestimmen Sie die Treppennormalform der erweiterten Koeffizientenmatrix. 

2. Bestimmen Sie die Losungsmenge C des linearen Gleichungssystems. 

[5 + 4 = 12 Punkte] 

Aufgab e 2 

Sei V der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 liber R. Sei / : V —> V definiert 
durch /(a + bT + cT 2 ) = (a + c) + bT 2 fiir alle a + bT + cT 2 G V. 

1. Beweisen Sie, dass / linear ist. 

2. Wahlen Sie eine Basis B von V und berechnen Sie gMg(/). 

3. Bestimmen Sie Rg(/). 

[4+4+2 = 10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


Klausur MG I KL / 2 


Aufgabe 3 

Sei U = {2a + 3b + bT + aT 2 \ a, b e R} C R[T]. 

1. Beweisen Sie, dass U ein Unterraum von M[T] ist. 

2. Bestimmen Sie eine Basis von U. 

[6 + 8 = 14 Punkte] 

Aufgabe 4 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fur alle n G N folgende Formel gilt. 

n 

— 3) = n(2n — 1) 

2=1 

[5 Punkte] 

Aufgabe 5 

Beweisen Sie, dass die Folge (a n ) mit a n = \Jn — \fn — 1 fiir alle n e N konvergent 
ist und bestimmen Sie den Grenzwert der Folge. 

Hinweis: Mit der dritten binomischen Formel gilt ( «/n— \/n — 1) (\/ri + \/n — 1) = 1. 
[5 Punkte] 


Aufgabe 6 

Beweisen Sie, dass folgende Reihen konvergent sind. 


i- £(!*£) 

n =1 


n 


00 


2. £ 

71=0 


(~i) n 


3 . 


00 2 

E n 

3 n 

72=0 


^ ^ = 12 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


Klausur MG I KL / 3 


Aufgabe 7 

Geben Sie den maximalen Definitionsbereich DCR fiir die durch /(x) = tan(^ 3 j-) 
gegebene Funktion an. In welchen Punkten ist / stetig? 

Hinweis: Die Nullstellen einer quadratischen Gleichung x 2 + px + q sind = 

-I ± 

[5 Punkte] 

Aufgabe 8 

Sei n > 2, n € N fest gewahlt. Sei / : (0, oo) —> R. definiert durch /(x) = x n exp(—x). 
Beweisen Sie, dass / in xo = n ein lokales Maximum hat. 

[5 Punkte] 
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Mathematische Grundlagen (1141) 


WS 07/08 


Klausur am 09.02.2008: 

Aufgabezistellungen 

Die Losungen der folgenden Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgabe 1 

Bestimmen Sie die Losimgsmenge C des folgenden linearen Gleichungssystems iiber 
R. 


0 12 0 11 
0 0 0 1 1 0 
0 0 0 0 0 1 


= 2 


[5 Punkte ] 


Aufgabe 2 


o &\ 

c d) 


2a b + c 
b + c 2d 


Sei V = M 22 GR), und sei / : V —* V definiert durch / 


fiiraUe l 1 € V. 


1. Beweisen Sie, dass / linear 1st , 

2. Bestimmen Sie eine Basis von Bild(/) und von Kern(/). 
[4 + 12 = 16 Punkte] 


Aufgabe 3 

Beweisen 3ie } dass V = < [ ° ^ ) [ a 7 b,c e R > ein Unterraum von Maa(Itt) ist. 

\\b c) j 

[4 Punkte) 
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Klausuraufgaben 


MG KL/2 


Aufgabe 4 

Beweisen Sie folgende Formel mit vollstandiger Induktion. 


Fur alle n € N gilt 


n 


E 


_1 __ n 

(2k - 1)(2 k + 1) “ 2^Tl- 


[10 Punkte] 


Aufgabe 5 

Beweisen Sie, dass die Foige (o„) mit a n = \/n 2 + n - n fur alle n e N konvergent 
ist, und bestimmen Sie ihren Grenzwert. 

Hinweis: Mit der dritten binomisehen Formel gilt (Vn 2 + n-n)(y/0? + n + n) = n. 
[8 Punkte] 

Aufgabe 6 

Beweisen Sie, dass die Reihe Sn konvergent ist. 

n=l 

Punkte] 

Aufgabe 7 

Set I ein Intervall in R, und seien f : I -* R und stetige Funktionen. Fiir 

alle x € / flQ sei f(x) — g(x)> 

Beweisen Sie, dass f{x) — g(x) fiir alle x € / gilt. 

[10 Punkte j 

Aufgabe 8 

Sei x € R so, dass /(:r) — sin(^^) definiert ist. Berechnen Sie f(x ), 

[# Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL/3 


Aufgabe 9 

1, Konstruieren Sie eine Interpretation, sodass die Formel Vx{P(x) VQ(x)) wahr 
ist. 

2. Konstruieren Sie eine Interpretation, sodass die Forme! Vx(P(x) VQ(x)) falsch 
ist. 

[4+4 = 8 Punkte] 


Funktion 

Definitionsbereich 


x 1 —* x n ,n € N 0 

R 

mg 

x i—► x~ n , n € N, n > 2 

R\{0> 

x~^r lX ^ 

X !—> x _1 

(0,co) 

x #—► !n(x) 

X ! — > x~ l 

(—oo,0) 

x ,-*■ ln(-x) 

x i—► x a , a € K, Qf ^ — 1 

(O.oo) 



R 

x »-* arctan(x) 

**-* T7TSJ 

(-1,1) 

x i—► arcsin(x) 

x j—► exp(x) 

R 

x t-> exp(x) 

x 3 —► a*, a > 0, a ^ 1 

R 

HH 

x •—> cos(x) 

R 

x ♦—^ sin(x) 

x i-> sin(x) 

R 

X t-> - cos(x) 

^ ^ coe 3 (i) 

((fc-l)jr,(fc + l)7r),fc€Z 

x i-» tan(x) 

_ 

(Air, (A + 1 )tt), k € Z 

X t-> — cot(x) 
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Bearbeitungshinweise 

(Bitte vor Arbeitsbeginn durchlesen!) 

1. Schreiben Sie Ihre Klausur bitte nicht mit Bleistift. 

2. Fullen Sie bitte die grau hinterlegten Felder leserlich und vollstandig aus, und schreiben Sie Ihren Namen und Ihre 
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Aufgabe 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Summe 
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max. Punktezahl 

8 

8 

8 

8 

8 

12 

12 

12 

4 

80 

erreichte Punktezahl 
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Mathematische Grundlagen (1141) WS 07/08 

Nachklausur am 29.03.2008: 

Aufgab enst ellungen 


Die Losungen der folgenden Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgab e 1 


Bestimmen Sie die Losungsmenge C des folgenden linearen Gleichungssystems liber 


1 

( X\\ 

1 

0 12 1 0 \ 


x 2 


12 \ 

0 0 0 1 -1 


£3 

= 

1 

\0 0 0 0 1 ) 


X4 


w 

1 

w 

! 


8 Punkte] 


Aufgab e 2 

Sei V ein Vektorraum fiber einem Korper K. Sei v\ , v -- 2 , v$ eine Basis B von V. Sei 
/ : V —► V die lineare Abbildung, die durch f{v i) = Vo + V3, f(v 2) = und 
f(v 3 ) = vi — V2 definiert wird. 

Berechnen Sie gMg(/) und dim(Bild(/)). 

[4 + 4 = 8 Punkte] 


Aufgab e 3 

Sei V der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3 iiber M. 
Sei U = {a + bT + aT 2 + (a + b)T 3 \a,be R}. 

1. Beweisen Sie, dass U ein Unterraum von V ist. 

2. Bestimmen Sie eine Basis von U. 

[4+4 = 8 Punkte] 
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N achklausur-Aufgab en 


MG NKL/2 


Aufgab e 4 

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum uber einem Korper K. Sei f : V —*• V 
linear, und sei Kern(/) = Bild(/). 

1. Beweisen Sie, dass dim(V) gerade ist. 

2. Geben Sie ein Beispiel fiir einen Vektorraum V und eine lineare Abbildung / 
mit Kern(/) = Bild(/). (Begriindung bitte nicht vergessen.) 

[2 + 6 = 8 Punkte] 

Aufgab e 5 

Beweisen Sie folgende Formel mit vollstandiger Induktion. 

n 

Fiir alle n e N gilt 2 ' ^ = 3 n - 1. 

k =1 

[5 Punkte} 

Aufgab e 6 

OO 

1. Beweisen Sie, dass die Potenzreihe ^ j^ x>l fur alle x mit \x\ < 10 konvergent 

n =0 

ist. 

OO 

2. Beweisen Sie, dass die Reihe T+vp' konvergent ist. 

n— 1 V 

[6 + 6 = 12 Punkte] 

Aufgab e 7 

Sei / : M —► R definiert durch x i—>• x — exp(— x). 

1. Beweisen Sie, dass / injektiv ist. 

2. Beweisen Sie, dass die Gleichung x = exp(-x) genau eine reelle Losung x G R 
besitzt. 

[6 + 6 = 12 Punkte] 
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N achklausur-Aufgab en 


MG NKL/3 


Aufgab e 8 

Bestimmen Sie die lokalen Extremwerte der Funktion / : [0, 7 r] —> M. definiert durch 
x i—> cos(a;) — cos 2 (x). 

Hinweis: Es sind cos(|) = \ und sin(|) = 

[12 Punkte] 


Aufgab e 9 

Berechnen Sie eine Negationsnormalform von -| ((A V B) A {->C V D)). Dabei sind 
A, B,C und D Atome. 

[4 Punkte ] 
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N achklausur-Aufgab en 


MG NKL/4 
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10 

10 

4 
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Mathematische Grundlagen (01141) 


SoSe 2009 


Klausur am 29.08.2009: 
Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 

Aufgabe 1 

n 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass Y, (fc+io)(fc+ii) 
n G N 0 gilt. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 2 


10 n+ll 


fur alle 


Bestimmen Sie die Treppennormalform und den Rang von 


10-11 


4 0 0 10 

A — q \ ^ M 44 

V o i i o / 


[5 Punkte\ 

Aufgabe 3 


Sei / : M 22 


M[T] definiert durch f ^ 


— {^ciPb^T-\-c-\-dj)T^ 


fiir alle ( a \ ] M 2 2 

\c d 


1. Beweisen Sie, dass / linear ist. 

2. Berechnen Sie eine Basis von Bild(/). 

[. 4+8 = 12 Punkte] 

Aufgabe 4 

Sei Xq eine fest gewahlte Matrix in M 2 3 (M). Sei V = {A e M 22 
Beweisen Sie, dass V ein Unterraum von M 22 (M) ist. 

[4 Punkte ] 


AX 0 = 0}. 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 5 

Beweisen Sie, dass die Funktion / : [1, e] —> M, x i—> 1 — In©), im Intervall [l,e] 
genau eine Nullstelle hat. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 6 

Sei / : M —>■ M definiert durch f(x ) = (2a: 2 — x — 1) exp(— x) fur alle x G M. 
Untersuchen Sie / auf lokale Minima und Maxima. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 7 


Untersuchen Sie, ob die Reihe £ n 2 (—2) n konvergiert. 

n =1 

[4 Punkte] 

Aufgabe 8 

Die Kommissarin hat drei Tatverdachtige P, Q und R. Die Voruntersuchungen haben 
ergeben: 

1. Wenn Q oder R schuldig sind, dann ist P unschuldig. 

2. Ist P unschuldig oder R unschuldig, so ist Q schuldig. 

3. Ist R schuldig, dann ist auch P schuldig. 

Lasst sich aus den Voruntersuchungen eindeutig ermitteln, wer der/die Tater ist/sind? 
Falls ja, wer ist schuldig, und wer ist unschuldig? 

[10 Punkte] 

Aufgabe 9 

Die reelle Folge (a n ) sei definiert durch ai = 88 und a n = ^a n i +12 fur alle n > 1. 

1. Beweisen Sie mit Hilfe des Monotonieprinzips, dass ( a n ) konvergent ist. 

2. Bestimmen Sie den Grenzwert von ( a n ). 

Hinweis: Hier konnte es niitzlich sein, auch die Folge (a 2 +1 ) zu betrachten. 

[8 + 4 = 12 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 
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Mathematisehe Gruudlagen (01141) VVS 2008/09 

Klausur urn 14,02.2009: 

Au t'yab cuatclki ngi.'H 


Dip F/iftungen aller Aufgabun muEsiii] Sic begriixidatL. 


Aufgabe 1 

n 

□ewefenci mit Induktion. drtds £ k- k’ = (n+ 1)! - L fiir alb tv e PJ 

fr=L 

gilt 

[jf. 1 Punkte] 

‘'Aufgabe 2 


BtstimititiL Hie (1 Lii Losungsmengt des folgenden Jinsarcu GbichungssyatfiEi]?; fiber S: 


'0)501 l\ 
0 fj 0 2 2 0 
0 0 0 0 11 / 


X\i 

X'i 

JU 

\*a) 



|SO Pimhte] 

Aufgabe a 

3(H V dcr Ynkt-niTiiiiiTL tier Polynotnc voivi Grad < 2 fiber K, U[jd sei W = Muu{R)- 

Sei / : V -» W defimert durcli /(w« + «i T + ^T 1 ) = r° + “ ] 2a \ ] fiii alb 

\ T°a ~ a n; 

dih + niT + oaT* e V- 
i. Beweteen Sic, dass / linear Est- 

UostimHJtci Sic cine Basis voli Bild(/j, 

3. Wfibleti Sic Bases) B von V" und C v<jn H' r nrid best-ms rmm $i<* c-Mjj(/)- 
[j -|- 6 -|- 6 Fuwfctc] 


FunaUnivurtit-ik lcl Hia^n, 2008 
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KlclLbALLrELLLfcaheii 


MG KL 


AufgEibc 4 

Bewedsen Sie, dws die FoJgs fconwargcm isfc, and hcftttmra.cn Sic ilireo Grcna- 

wfirt. 

AuFgabe n 

Fixidcci 3ie die StclJcu, m denen die Firnktion / : [-n, nrj -> IR, definieii durch 
f[x) — cok(x) — oos ! (ar) fur nile .% e [—jt, :r] tiin lokaies Minimum odcr Maximum 
HiituiTimt. (HinwEiis: Fur :J = gilt cn«(T) = t ) 

[13 Funtie] 

Aiiigabu £5 

Bewciwyn Sie, dassdieRinkfcicui/ : |0,3] -* R, deiiniert durch f{x) =2 r -x^3 fur 
allc x (j [0,3], uiiadestejiti dm? Nidlsielle bcsitzfc 

ft? 

’ Aufgabe 7 

“ a 

heieu E fl« mid E mit a f > 0 und 6, > fj J'iir fide ? £ pj. Di« Folse 

ji-Ij n=lD L ■' 

36i [converge lit, 

Bewriseu Sie: 1st T. b tc konversent, so ist such E q* konvef^cat. 
n=j n=0 

[13 Punktej 

An fgabeti 

Sel 0 < a < ii miL d^eR, Berec!in«m 5if; / x 1 ln{x)da 7 , 

u 

[5' jpydAic] 

Aufgsibc 9 

Bcweiseii Sie, dass die pradikiitmilojiaidie Funnel 

o = VlVir(F(2:, iyj ^ t)) 

mh-. wj iir]'djlni: h. ;, . i i : ikioJl Liiumki^iurjh i- : l BeuuCEeci Sie dnfnr Intisrprtl.fitioiKstl 
tuit cJnsn IT niversa m {/ = 

Pfuitii;] 
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Bemerkungen: 




Aufgabe 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Summe 

Bearbeitet 










max. Punktezahl 

10 

8 

16 

4 

8 

14 

10 

10 

80 

erreichte Punktezahl 










Korrektur 
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Mathematische Grundlagen (01141) WS 2009/10 

Klausur am 13.02.2010: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgabe 1 


Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass J2 

[10 Punkte] 

Aufgabe 2 


^j- fiir alle gilt. 


1 0 1 \ 

— 111 G M 33 (R). Bestimmen Sie die zu A inverse Matrix. 

0 10 / 

[5 Punkte\ 

Aufgabe 3 



Sei / : M 22 (K.) —>■ M 2 3 (M) definiert durch ^ a~+*d aj a ^ e 

(c d) e “»(*)• 

1. Beweisen Sie, dass / linear ist. 

2. Bestimmen Sie eine Basis von Bild(/). 

3. Beweisen Sie, dass / injektiv ist. 

[4+8 + 4 = 16 Punkte] 


Aufgabe 4 

Sei / : [0,4] —► M definiert durch x 1 —■> \x — 1| + 3x — x 2 . 
Beweisen Sie, dass / in [0,4] eine Nullstelle besitzt. 

[4 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 5 


Begriinden Sie, warum Sie bei der Berechnung des Grenzwertes 

, exp(x) — 1 — x 

lim- . 9 , N - 

*->■0 sin (x) 

die Regel von de l’Hospital verwenden diirfen, und berechnen Sie diesen Grenzwert. 
[5 Punkte] 

Aufgabe 6 


1 . Beweisen Sie, dass (— 1 , 1 ) das Konvergenzintervall der Potenzreihe J2 7 = ist. 

n —1 V 

2. Untersuchen Sie, ob diese Potenzreihe in den Punkten x — 1 beziehungsweise 
x — — 1 konvergent ist. 

[6 + 8 = 14 Punkte] 


Aufgabe 7 

Seien A, B, C, D Atome fur die folgende Aussagen gelten: 

1. ->D 

2. B\JC ^ D 

3. AAB 

Weisen Sie mit einem formalen Beweises nach, dass dann auch C gilt. Erlautern Sie 
stichwortartig die einzelnen Beweisschritte. 

[10 Punkte] 


Aufgabe 8 

Sei xq G (0,1) fest gewahlt. Die Folge (a n ) sei definiert durch a\ = 1 und a n+ 1 = 

XQ-\-CLn 
1 -bCLn 

Sie diirfen im Folgenden ohne Beweis verwenden, dass a n > s/xq fair alle n G N ist. 

1. Beweisen Sie mit Hilfe des Monotonieprinzips, dass (a n ) konvergent ist. 

2 . Bestimmen Sie den Grenzwert von (a n ). 

[4 + 6 = 10 Punkte] 
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Mathematische Grundlagen (01141) 


SoSe 2010 


Klausur am 28.08.2010: 
Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgabe 1 


Beweisen Sie, dass J2 = 

k=1 

[10 Punkte] 

Aufgabe 2 


n(n+l)(n+2) ffir ^ n £ N gilt . 


Sei A 


1 -4 1 N 

1 3 -1 

-4 -5 2 

4-20, 


G M43 (K.). Sei / : M 3 —> M 4 definiert durch f(x) = Ax fiir 


alle x G R 3 . 


Bestimmen Sie eine Basis von Kern(/) und von Bild(/). 

[6 + 6 = 12 Punkte :] 

Aufgabe 3 

Sei V der Vektorraum der Polynome iiber M vom Grad < 2. Sei / : V 


definiert durch / 


do do + d\ 
d\ + d2 do 


fiir alle ^ a,T> G V. 


Beweisen Sie, dass / linear ist. 

[4 Punkte ] 

Aufgabe 4 

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Sie n G N, n > 2 . Seien e,,..., v n linear 
abhangige Vektoren in V, von denen jeweils n — 1 linear unabhangig sind. Seien 

n 

01 ,..., a n G K Skalare, sodass a iVi = 0 ist. 

1=1 

Beweisen Sie: Entweder sind alle Skalare o, = 0 oder es sind alle a* 7 ^ 0. 

[5 Punkte\ 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 5 

Sei / : [0, A] — » K. definiert durch x i— > cos(200x) — exp©) + 1 fur x G [0, Ad. 
Beweisen Sie, dass / in [0, Ad genau eine Nullstelle besitzt. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 6 

Sei / : R —> IR. definiert durch f(x) = cos(|) sin©) fiir 
Bestimmen Sie das zweite Taylorpolynom von / in a = 

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass sin(|) = cos©) = A ist. 

[5 Punkte] 

Aufgabe 7 

Untersuchen Sie, ob die Reihe Y. v3 konvergiert. 

n =1 

[4 Punkte] 

Aufgabe 8 


Seien A und B Atome. Es werden die Formeln a = A —> B, /3 = ->A —*■ —>B und 
7 = -<(A A B) betrachtet. 

1 . Formulieren Sie die Konjunktion aus den Formeln; uberfiihren Sie diese in ei¬ 
ne konjunktive Normalform (bitte angeben), welche Sie anschlieBend mittels 
weiterer Aquivalenzumformungen zu einer Formel in Negationsnormalform mit 
moglichst wenigen Junktoren vereinfachen. Erlautern Sie die einzelnen Umfor- 
mungen stichwortartig. 

2. Was lasst sich liber mogliche Werte fiir A und B in der vorangegangenen Teil- 
aufgabe aussagen, wenn eine Bewertung 3 den Formeln a, f3 und 7 jeweils den 
Wert 1 zuordnet? Begriinden Sie Hire Antwort. 

[6 + 4 = 10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 9 

Die reelle Folge (a n ) sei wie folgt definiert: Es sind a\ = 3 und a n+ \ = + + ^ 

alle n > 1 . 

1. Beweisen Sie mit dem Monotonieprinzip, dass (a n ) konvergent ist. 

2 . Berechnen Sie den Grenzwert der Folge. 

Hinweis: Beweisen Sie zunachst, dass a n > 2 fiir alle n G N ist. 

[8 + 6 = 14 Punkte] 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x i—>• x n , n G No 

R 

x i—> ArX n+1 

n+1 

a; i—> x _n , n G N, n > 2 

R\{0} 

/y» | v 1 /y» 7i+l 

—n+1 

a; i—> x _1 

(o, (50) 

a; i—> ln(ar) 

x i—> a; -1 

(—00,0) 

x i—> ln(— x) 

x i—*• a+ a£R,a/-l 

(0, oo) 

rjQ |_^ ^ | 1 

0+1 ^ 

* ^ 1+b 

E 

a; i—> arctan(x) 


(-1,1) 

a; i—> arcsin(x) 

x i—■> exp(x) 

R 

x i—*• exp(x) 


R 

1 T 

x i—► 

ln(a) 

X 1—► cos(x) 

R 

x i—*• sin(x) 

x i—>• sin(x) 

R 

a; i—■> — cos(x) 

X 1—> 2 ( \ 

cos z (x) 

((k — |)7T, (fc + |)7r), k G Z 

x I—>• tan(x) 

X 1—> . 2/ \ 

siir* (cc) 

(fc7r, (fc + 1)7r), fc G Z 

x i—* — cot (a;) 
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Mathematische Grundlagen (01141) WS 2010/11 

Klausur am 26.03.2011: 

Aufgabenstellungen 

Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 

Aufgabe 1 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass n 2 > n + 1 fur alle n E N mit n > 2 
gilt. 

[5 Punkte\ 

Aufgabe 2 

(\ a b ^ 

Sei A = 0 1 c € M 33 (R). Berechnen Sie die zu A inverse Matrix. 

Vo 0 -1 

[6 Punkte\ 

Aufgabe 3 

'till * * * ' 

Sei n E N, und sei K ein Korper. Fiir alle A = ] j G M nn (K) sei 

ytl'ni • • ■ d nn J 

n 

Spur(A) definiert durch Spur(A) = X) a u, also die Summe der Diagonalelemente 

2=1 

von A. 

1 . Beweisen Sie, dass V n = {A E M nn (K) | Spur(A) = 0} ein Unterraum von 
M nn (K) ist. 

2. Bestimmen Sie eine Basis von V 2 = {A E M 2 2 (K) | Spur(A) = 0}. 

[4 + 8 = 12 Punkte] 

Aufgabe 4 

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, und sei a (} E K fest gewahlt. Sei f ao : 
V —>■ V definiert durch f ao (v ) = a^v fiir alle v E V. 

1. Beweisen Sie, dass f ao linear ist. 

2 . Bestimmen Sie die Dimension von Kern (/ O0 ) und von Bild(/ ao ). 

[2 + 8 = 10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 5 

Begriinden Sie, warum Sie bei der Berechnung des folgenden Grenzwertes die Regel 
von de l’Hospital anwenden diirfen, und berechnen Sie den Grenzwert: 

. a; 3 - 27 

lim-— 


[4 Punkte] 

Aufgabe 6 

Sei _/ : [0,1] —^ 1R definiert durch f(x) = \Jx(l — x) fur alle x G [0,1]. Bestimmen 
Sie alle x G [0,1] , bei denen Minima oder Maxima vorliegen. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 7 


Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe 57 (A H— , 1 

n(n+ 1) 

71—1 V 

Hinweis: Moglicherweise ist folgende Gleichung hilfreich: 


)• 


1 

n(n-\~l) 


[12 Punkte] 

Aufgabe 8 


i _i_ 

n n+1 * 


CX) 

Untersuchen Sie, ob die Reihe 57 + konvergiert. 

71—1 


[6 Punkte] 

Aufgabe 9 

Seien A, B , C, D Atome. Uberfuhren Sie 

+A V -.C —> -B) V (C A B -> D) 

schrittweise in eine Negations- und diese dann in eine disjunktive Normalform mit 
moglichst wenig Konjunktionen. 

Erlautern Sie stichwortartig die jeweils vorgenommenen Aquivalenzumformungen, 
und benennen Sie Ihre Ergebnisse. 

[12 Punkte] 
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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2011 

Klausur am 24.09.2011: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgabe 1 


Sei A = 


ll 1 
0 1 
\0 0 


. Mit A n bezeichnen wir das n-fache Produkt, also A n = A ■ A ■■■■ A. 

’ '-V-' 

n Mai 


Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass A n = 
gilt. 

[5 Punkte\ 

Aufgabe 2 


(1 

0 

\o 


n 

1 

0 


n(n— 1) \ 

n 


fiir alle 


1 ) 


Bestimmen Sie die Treppennormalform und den Rang der Matrix A 


(l 0 -1 1 \ 

0 0 10 

-110 1 

0 1 1 0 / 


1. im Fall A G M 44 (M). 

2. im Fall A G M 44 (F 2 ). 

[6 + 4 = 10 Punkte] 


Aufgabe 3 

Finden Sie einen 3-dimensionalen Unterraum von M 4 , der keinen einzigen Vektor der 
Standardbasis von M 1 enthalt. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 4 

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Seien / und g lineare Abbildungen von 
V nach V. Beweisen Sie, dass Kern(/) n Kerrdry) C Kern(/ + g) gilt. 

[6 Punkte] 
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Aufgabe 5 


Beweisen Sie, dass die Folge (a n ) mit a n = Y i fur alle n £ N konvergent ist. 

k—n 

[10 Punkte] 

Aufgabe 6 

Berechnen Sie 

1 . die Ableitung der Funktion / : M —» R mit f(x) = ^sin( 2 x) 2 . 

b 

2. das Integral f x 2 cos (x)dx mit a, b £ R und a < b. 

a 

[4 + 6 = 10 Punkte\ 

Aufgabe 7 

Untersuchen Sie (zum Beispiel mit Hilfe des Quotientenkriteriums) fiir welche i£l 

OO 

die Reihe Y, konvergent ist. 

n —0 

[5 Punkte] 

Aufgabe 8 

Sei a € R, a > 0. Sei / : (0, oo) —> M definiert durch f(x) = ax — y/x. 

Bestimmen Sie die Intervalle, auf denen / monoton wachsend beziehungsweise mo¬ 
noton fallend ist. Bestimmen Sie die lokalen Extrema von /. 

[5 Punkte] 

Aufgabe 9 

Seien P und Q zweistellige Relationen auf einem Universum U und c eine Konstan- 
te.Uberfuhren Sie 

-d x(\/yP(y,x) ->■ 3 yQ(y,c)) 

schrittweise in eine Negations- und diese dann in eine pranexe Normalform. 
Erlautern Sie stichwortartig die jeweils vorgenommenen Aquivalenzumformungen. 

[10 Punkte] 
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Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x (->• x n , n e No 

R 

/•£» | _^ 1 /jr» 1 

n+l 

x x~ n , n G N, n > 2 

K\{0} 

/y» | V 1 rn Ti~\~ 1 

x t—^ _ n+1 ^ 

x x~ l 

(o, (50 ) 

a: h-> ln(a?) 

x a: -1 

(—00,0) 

a: h-> ln(—x) 

x I—)- a:", a G R, a ^ — 1 

(0, oo) 

/y» |_V 1 1 

X a+l X 

x ^ i+b 

R 

x (->• arctan(x) 

X ^ 

(-1,1) 

x n> arcsin(x) 

x (->• exp(x) 

R 

x (->• exp(x) 

x i->- a x , a > 0 , a ^ 1 

R 

x (->• rr^a x 

ln(a) 

X (->• cos(x) 

R 

x (->• sin(x) 

x i->- sin(x) 

R 

14 - COs(x) 

X ^ co S 2(x) 

((k — \)i r, (k + |)7r), k e Z 

x (->• tan(x) 

X ^ S in2r^ 

(&7r, (fc + l)7r), k £ Z 

x — cot(x) 
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Mathematische Grundlagen (01141) WS 2011/12 

Klausur am 24.03.2012: 

Aufgabenstellungen 

Die Los ungen aller Aufgaben miissen Sie begr linden. 

Aufgabe 1 

Suchen Sie die kleinste naturliche Zahl, fur die die Ungleichung 4 n + 3 < 2 n gilt, 
und beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dass die Ungleichung auch fiir alle 
naturlichen Zahlen. die grofier sind als diese, erfiillt 1 st. 

[5 Punkte ] 

Aufgabe 2 

/I 0 1 0 \ 

Sei A\ = 2 112 t M 34 (R). Bestimmen Sie (in Abhangigkeit von A) die 

\X 1 0 IJ 

Treppennormalform von A\. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 3 

Sei V = | ^ ^ | o, 6 ,c € r| C M 22 (R) . 

1. Beweisen Sie, dass V ein Unterraum von M 22 (R) ist. 

2 . Bestimmen Sie eine Basis von V. 

[4 + 6 = 10 Punkte] 

Aufgabe 4 

Sei / : M 22 (R) -t M 22 (R) diejenige Abbildung, die jeder Matrix A 
Matrix f(A) — ^ c ^ zuol 'dnet. 

1 . Beweisen Sie, dass / linear ist. 

2 . Bestimmen Sie Basen von Kern(/) und von Bild(/). 

[3 + 7 = 10 Punkte] 
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Aufgabe 5 


Beweisen Sie, dass die durch 

&i = 8 , a > n +1 — 1 + y/a n + l (re 6 N) 

rekursiv definierte Folge konvergiert. Bestimmen Sie ihren Grenzwert. 
(Hinweis: Monotonieprinzip, vollstandige Induktion.) 

[10 Punkte} 

Aufgabe 6 


Berechnen Sie 


[5 Punkte] 

Aufgabe 7 


/ 


Inx , 

— j= ax . 

y/X 


Untersuchen Sie, fur welche rei die Potenzreihe 

konvergiert, d.h. bestimmen Sie ihren Konvergenzradius R und begriinden Sie, ob 
fur x = — R und x — R Konvergenz oder Divergenz vorliegt. 

[5 Punkte} 

Aufgabe 8 

Sei / : [0,oo) -> R definiert durch f(x) = xe~ x . Bestimmen Sie die Intervalle, auf 
denen f monoton wachsend beziehungsweise monoton fallend ist. Bestimmen Sie die 
lokalen Extrema von /. 

[5 Punkte] 

Aufgabe 9 



Gegeben sei die Formel 

a = (A V B) -4 (C V D) . 

Bestimmen Sie eine konjunktive und eine disjunktive Normalfprm von a und geben 
Sie jeweils die vorgenommenen Aquivalenzumformungen an. 

[# Punkte ] 
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Funktion 

Definiti onsbereich 

Stammfunktion 

x 1-4 x n ,n € N 0 

R 

* ^ ^r^ n+1 

x i-4 x~ n ,n e N,n > 2 

R\{0} 

^ J +1 s n+1 

X 1-4 X -1 

(0, 00 ) 

x 1-4 ln(x) 

X f-4 X" 1 

(-oo,0) 

x 1-4 ln(—x) 


(0, 00 ) 

* -» ^TT^ +1 


R 

x 1-4 arctan(x) 


(-1,1) 

x 1-4 arcsin(x) 

x i-4 exp(x) 

R 

x i-4 exp(x) 

x h 4 a x , a > 0,a 7^ 1 

R 

x ^ \^) a * 

x 1-4 cos(x) 

R 

x 1-4 sin(x) 

x s -4 sin(x) 

R 

x 1-4 — cos(x) 

X *“> 2{ T 

cos^fa:} 

{{k ~ |)7r, (A: + 1 )tt), fceZ 

x i-> tan(x) 

X H4 . 1;-Y 

(kir, (k + 1)tt), k G Z 

X t -4 — COt{x) 
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Klausur am 22.09.2012: 

Aufgabenstellungen 

Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 

Aufgabe 1 

2/i— I 

Beweisen Sie, dass fur alle bgN gilt: Yl ( —1 ) k+l k 2 = n{2n — 1). 

k =1 

[10 Punkte] 

Aufgabe 2 

Berechnen Sie die Losungsmenge uber R des linearen Gleichungssystems 

10221\ f Xl 

0 112 5 X2 
10 2 13 X3 
0 1 1 3 3/ F 4 

\«^5 

[5 Punkte\ 

Aufgabe 3 

Sei C[a, b] der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, b] (Sie miis- 
sen nicht zeigen, dass dies ein Vektorraum ist). Zeigen Sie, dass 

U = {f eC[a,b\ | f b f(x)dx = 0} 

J a 

ein Unterraum von C[a,b] ist. 

[6 Punkte\ 

Aufgabe 4 

Sei V ein Vektorraum uber einem Korper K und seien Vi, v -2 G V linear unabhangig. 
Sei vs G V so, dass Vi , v- 2 , vs linear abhangig sind. Zeigen Sie, dass es a, b G IK mit 

vs = av i + bv 2 

gibt. 

[6 Punkte\ 
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Aufgabe 5 

Es sei V = {p £ K[T] | Grad(p) < 2}. Sei / : V —> Mu(W) mit /(ao+aiTTa^T 2 ) = 
(ao, — 01 , 02 , do + «i + a-))- Die Abbildung / ist linear, was Sie aber nicht beweisen 
miissen. 

1. Berechnen Sie eine Basis von Kern(/) und eine Basis von Bild(/). 

2 . Berechnen Sie cMb(J) mit B = (1 ,T,T 2 ) und 

C = (( 1 , 0 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 0 , 1 , 0 ), ( 0 , 0 , 0 , 1 )). 


[6 + 4 = 10 Punkte] 


Aufgabe 6 

Sei Qi GlR mit a\ > 0. Fur alle n > 1 sei a n+ \ = > 0. 

Beweisen Sie, dass die Folge (a n ) konvergent ist. 

[6 Punkte] 

Aufgabe 7 


CXJ / x n 

1 . Begriinden Sie, warum Sie beim Beweis, dass die Reihe J2 (—l) n n+ 2 kon- 

n =1 

vergent ist, das Leibnizkriterium NICHT anwenden konnen. 

2. Beweisen Sie, dass die Reihe (—l) n n+ 2 konvergent ist (z.B indem Sie sie 

n=l 

als Summe konvergenter Reihen schreiben). 

[4+4 = 6 Punkte] 


Aufgabe 8 

Seien i,j/ 6 l mit x < y. 

Beweisen Sie, dass exp (x)(y — x) < exp (y) — exp(x) < exp (y)(y — x) gilt. 
[5 Punkte] 

Aufgabe 9 


Untersuchen Sie, fur welche k £ N die Funktion / : M —> M, definiert durch 


r, \ f a: fc sin(-) fiir x + 0 
f(x) = 1 T 


0 


fiir x = 0 


© FernUniversitat in Hagen, 2012 


Heruntergeladen durch nn mm (znq72112@eveav.com) 





Klausuraufgaben 


MG KL 


an der Stelle x = 0 stetig beziehungsweise differenzierbar ist. 

[5 Punkte\ 

Aufgabe 10 

Zeigen Sie, dass die Formeln (AV B) A und B —) (A/\B) Equivalent sind, indem 
Sie 

1. eine Wahrheitstafel fur beide Formeln aufstellen. 

2. durch Aquivalenzumformungen zeigen, dass die Formeln Equivalent sind. Ge- 
ben Sie dabei die vorgenommenen Aquivalenzumformungen mit an. 

[4 + 6 = 10 Punkte] 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x x n , n £ No 

R 

|_V 1 rpP~\~ 1 

X ^ n+l X 

x x~ n , n £ N, n > 2 

R\{0} 

X !->• - \-rX~ n+1 

X (->• x~ l 

(0, oo) 

x (->• ln(x) 

X (->• x _1 

(-oo,0) 

x (->• ln(— x) 

x x a , «6 R,a/-l 

(0, oo) 

rp |_V 1 ry,OL-\-^~ 

X ^ a+l X 

x ^ i+^ 

R 

x (->• arctan(x) 


(-u) 

x (->• arcsin(x) 

x i—) exp(x) 

R 

x exp(x) 

s H> a 1 , a > 0, a ^ 1 

R 

x i — ) T~T^a x 

m(a) 

X i—) cos(x) 

R 

x h-> sin(x) 

x i—) sin(x) 

R 

X 1 —)• — cos(x) 

x i —y 2 ( \ 

cos z {x) 

((A:-|)7r,(A:-F|)7r),A:eZ 

x tan(x) 

X 1 —y . 2/ \ 
sin z (cc) 

(kn, (k + 1)7r), k E Z 

xi-)-— cot(x) 
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Mathematische Grundlagen (01141) WS 2012/13 

Klausur am 23.03.2013: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgabe 1 

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dass fur alle n e N die folgende Formel 
fur die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen gilt: 

£(2k-l)=n 2 . 

k =1 


\8 Punkte] 

Aufgabe 2 


Berechnen Sie die Treppennormalform der erweiterten Koeffizientenmatrix und die 
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems uber R 


(1 ~ l 
2 2 
\3 5 


-1 

0 

1 


2\ 

3 

<v 


X2 

\X 4 / 



[12 Punkte] 

Aufgabe 3 

Seien V, W Vektorraume iiber einem Korper K und /, g lineare Abbildungen von V 
nach W. Gilt dann stets 

1. Bild (f + g) C Bild(/) + Bild(p) ? 

2. Bild(/) U Bild(p) C Bild(/ + g) ? 

[4 + 6 = 10 Punkte] 


Aufgabe 4 

1. Zeigen Sie, dass die Folge (a n ) = eine Nullfolge ist. 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


2. 1st die Folge 


(K) = 


n\ + n ^ 
2(n!) + 2« ) 


konvergent? Wenn ja, wogegen? (Aufgabenteil 1. darf verwendet werden.) 


[5 + 5 — 10 Punkte] 


Aufgabe 5 

Sei / : (0, oo) -+ E definiert durch f(x) — . Bestimmen Sie die Intervalle, auf 

denen / monoton wachsend bzw. monoton fallend ist. Bestimmen Sie die lokalen 
Extrema von /. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 6 


oo 

Beweisen Sie: Wenn fur eine Potenzreihe X) a n x n gilt 

n =0 


lim 

n—>> oo 


a n +1 


= a > 0 


dann hat die Potenzreihe den Konvergenzradius \. Hinweis: Quotientenkriterium 
fur „gewohnliche“ Reihen. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 7 


Berechnen Sie 


[10 Punkte] 

Aufgabe 8 



Gegeben sei die Formel 

a = (iV5)->(CV ~>B) . 

Bestimmen Sie eine konjunktive und eine disjunktive Normalform von a und geben 
Sie jeweils die vorgenommenen Aquivalenzumformungen an. 

[10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x 1-4 x n , n G No 

R 

* ^ ^T^ n+1 

x x~ n , n e N, n > 2 

R\{0} 

2 ; ■-> J +1 x n+1 

x 1-4 x~ l 

(0, oo) 

a; i-4 ln(x) 

x 1-4 a; -1 

(—oo, 0) 

a; e4 ln(—ar) 

x (->■ x a , aGl,a^-l 

(0, oo) 

a; h 4 -lra; a+1 


R 

a: i-4 arctan(a:) 


(-1,1) 

x i-4 arcsin(a;) 

rr i— ^ exp(rr) 

R 

x h 4 exp(a?) 

x h> a 1 , s > 0, a ^ 1 

R 

* ^ ii) a * 

x 1-4 cos(a;) 

R 

x h 4 sin(a:) 

x i-4 sin(x) 

R 

x i-4 — cos (a:) 

x •— y or \ 

cos z [x) 

((&-§) 7T, [k + |)7r), k EZ 

x h 4 tan(ar) 

x i — y . or \ 

sm z (x) 

(kit, (k + 1 ) 7r), k G Z 

x i-4 — cot (a;) 


(c) FernUniversitat in Hagen, 2013 
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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2013 

Klausur am 21.09.2013: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgabe 1 

Fur welche t E R hat das lineare Gleichungssystem 


2 1 1\ 


/0\ 

4 2 2 


0 

3 1 0 

X = 

l 

\—2 0 2 ) 


w 


mindestens eine Losung? 

[5 Punkte\ 

Aufgabe 2 

Sei X = ^ l) ^ ^ 22 (R) und p : M 2 2 (R) —* M 22 (R) mit p(A) = AX — XA fiir 
alle A G Af 22 (R). 

(a) Zeigen Sie, dass <p eine lineare Abbildung ist. 

(b) Berechnen Sie bMb( 1 P) beziiglich der kanonischen Basis B = (E u . E V1 , E 2 i, E 22 ) 
von XI 22 (R). 

[4 + 8 = 12 Punkte] 


Aufgabe 3 

Sei K ein Korper und seien U, V, W endlich dimensionale K-Vektorraume. Seien 
p : U —* V und ip : V —> W lineare Abbildungen, so dass p injektiv ist, ip 
surjektiv ist und Bild(</?) = Kern(^) gilt. Zeigen Sie, dass 

dim(B) = dim (U) + dim (IB) 


gilt. 

[10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 4 

Sei / : M —» M mit f(x) = ^ fur alle x £ M. Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, 
dass fur die n-te Ableitung 

( — _ rf) 

f^ n \x) =-- fiir alle und alle n G N 


gilt. 

[10 Punkte] 


Aufgabe 5 

Berechnen Sie 

(a) 

(b) 

[6 + 6 = 12 Punkte] 


lim 

Tl—HX) 


n 3 (n + l ) 2 
3n 5 — 2 tv 


L 




1 x 4 -h 1 


-dx. 


Aufgabe 6 

Zeigen Sie, dass genau ein x € [0,1] existiert mit 


1-x 2 = e x ~\ 


[5 Punkte] 


Aufgabe 7 

Zeigen Sie, dass die Reihe 

OO 

Y. \[nx n 

n =0 

fiir \x\ < 1 konvergiert und fiir \x\ > 1 divergiert. Wie verhalt sich die Reihe fiir 
x = 1 und x — —1? 

[10 Punkte} 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 8 

Welche der folgenden aussagenlogischen Formeln ist erfiillbar, tautologisch oder wi- 
derspruchsvoll? 

(a) (A V B ) A ( — >A V —iB). 

(b) ((A A B) -A C) ^ (A -A (B -A C)). 

+ d = 10 Punkte] 
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Mathematische Grundlagen (01141) WS 2013/14 

Klausur am 29.03.2014: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 



[12 Punkte] 

Aufgabe 3 

Die Abbildung / : M 22 QR) —t M 22 QR) mit 



/ 0 a + b \ 
ya — b a + 2bJ 


ist linear (was Sie nicht zu beweisen brauchen). Bestimmen Sie Kern(/) und Basen 
von Kern(/) und Bild(/). 

[10 Punkte] 

Aufgabe 4 

Zeigen Sie, dass die Funktion / : (0, oo) —>■ M, f(x) = \\i{x)e~ x , genau ein lokales 
Maximum in (0, oo) hat. 

[10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 5 

Untersuchen Sie, ob der Grenzwert 

, rsin(r) 

lim —;-— 

>o ln(l + x 2 ) 

existiert, und bestimmen Sie ihn gegebenenfalls. 


[10 Punkte] 

Aufgabe 6 

Untersuchen Sie, fiir welche x G R. die Potenzreihe 


OO 


E 

n —1 


e n+2 
n 


konvergiert, d.h. bestimmen Sie ihren Konvergenzradius R und begriinden Sie, ob 
fiir x = — R und x = R Konvergenz oder Divergenz vorliegt. Konvergiert die Reihe 
fiir x = — | bzw. fiir x = | ? 

[8 + 2 = 10 Punkte\ 


Aufgabe 7 

Berechnen Sie 


x 2 ln(r) dx 


[5 Punkte] 

Aufgabe 8 

Die Formel a sei durch die folgende Wahrheitstafel definiert: 


A 

B 

c 

a 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 


Bestimmen Sie eine disjunktive und eine konjunktive Normalform von a; geben Sie 
vorgenommene Aquivalenzumformungen jeweils an. Zusatzfrage (die die Arbeit auch 
vereinfachen kann!): Finden Sie eine DNF mit nur zwei Monomen? 

[10 + 2 = 12 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x (->• x n , n e No 

R 

|_ ^ 1 /jr» 1 

n+l 

x x~ n , n G N, n > 2 

K\{0} 

/y» 1 V 1 or* Tl~\~ 1 

x t—^ _ n+1 ^ 

a: a: -1 

(o, (50) 

a: h-> ln(a?) 

a: a: -1 

(-00,0) 

a: h-> ln(— x) 

a: I—)- a:", a£l,a^-l 

(0, oo) 

rp |_V 1 rpOL~\~\ 

X ct+l X 

* ^ i+b 

R 

x i->- arctan(a;) 

x ^ 

(-1,1) 

x n> arcsin(a;) 

x i->- exp(x) 

R 

x i->- exp(x) 

x i->- a x , a > 0, a ^ 1 

R 

x i->- rr^a x 

ln(a) 

X (->• cos(x) 

R 

x i->- sin(x) 

x i->- sin(x) 

R 

x i->- — cos(x) 

X ^ co S 2(x) 

((k — \)i r, (k + |)7r), k e Z 

x i->- tan(x) 

X ^ S in2r^ 

(&7r, (fc + l)7r), k £ Z 

x — cot (a:) 
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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2014 

Klausur am 20.09.2014: 

Aufgabenstellungen 

Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 

Aufgabe 1 

Sei ael fest gewahlt. Sei / : R —» M definiert durch f(x ) = sin(ax). 

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dass f { ' ln) (x) = ( — l) n a 2n sin(ax) fiir alle 
n £ N gilt. 

Dabei bezeichnet f (2n> (x) die 2nte Ableitung von / an der Stelle x. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 2 

/I 1 —2 4 \ 

Sei A = 2 2—3 1 I £ M 34 (M). Sei / : M 4 —>■ M 3 definiert durch f(x) = Ax 

\3 3 -4 2) 

fiir alle x £ K 4 . 

/5 

Bestimmen Sie alle x £ R 4 mit fix) = 3 

V 1 

[10 Punkte] 

Aufgabe 3 

Untersuchen Sie fiir welche t £ R. die folgende Menge U t ein Unterraum von M 3 ist. 

( Xl \ 

U t = < x 2 £ M 3 | xi + x 2 — x 3 = t 

AW 

[5 Punkte] 

Aufgabe 4 

Sei V ein Vektorraum fiber einem Korper K. Sei / : V —t V eine lineare Abbildung 
mit / o / = f. 

Beweisen Sie: Ist / ^ idy, so ist / nicht injektiv. 

[10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 5 

Sei K ein Korper, und sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis B = (vi,v 2 ,V 3 ). Seien 
V 12 = Vi ~ v 2 , v i3 = V 1 -V 3 und v 2 3 = v 2 - v 3 . 

1. Bestimmen Sie eine Basis von (v' 12 , Vi 3 , f' 23 ). 

2 . Erganzen Sie Ihre im ersten Teil der Aufgabe gefundene Basis von (v\ 2 , t' 13 . t' 2 . 3 } 
zu einer Basis von V. 

[6 + 6 Punkte] 

Aufgabe 6 


OO 7 | / 1\ 

Beweisen Sie, dass die Reihe (—l) fc + A konvergent ist, dass dies aber, obwohl 

k=2 

die Reihe alternierend ist, nicht mit dem Leibnitzkriterium gezeigt werden kann. 
[10 Punkte] 

Aufgabe 7 

Seien o, b € R mit a < b und seien /, g : [a, b] —> R stetig und in alien Punkten in 
(o, b) differenzierbar. Es gelte 

/(a) = g(a ) und f(x) < g\x) fiir alle x E (a, b). 

Beweisen Sie, dass f(x ) < g(x) fiir alle x E ( a , b] gilt. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 8 

Verwenden Sie in dieser Aufgabe die folgenden Pradikatssymbole: 

• P{x) bedeutet: x ist ein Problem. 

• L(x,y) bedeutet: die Losung von x ist y. 

• M(x) bedeutet: x ist ein Mensch. 

• V(x, y) bedeutet: x versteht y. 

1. Drucken Sie die folgenden Aussagen in natiirlicher Sprache in Pradikatenlogik 
aus: 

(a) Jedes Problem hat eine Losung, die kein Mensch versteht. 

(b) Wenn jedes Problem eine Losung hat, dann gibt es keinen Menschen, der 
jedes Problem versteht. 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


2 . Ubersetzen Sie die folgende Formel in natiirliche Sprache. 

3x(Wy(P(y) -4 L(y,x ))) 


[(■? + 4 ) + 3 = 10 Punkte] 
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Mathematische Grundlagen (01141) WS 2014/15 

Klausur am 28.03.2015: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgabe 1 

Eine Folge (a n ) sei definiert durch 


ui — 10 , d n _|_i — 2 + a/2o„ — 1 ( n G N) . 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass a n > 4 fur alle n G N gilt (woraus 
insbesondere erst folgt, dass die Folgenglieder fur alle n G N definiert sind!). 

[5 Punkte] 

Aufgabe 2 


Berechnen Sie die Treppennormalform der erweiterten Koeffizientenmatrix und die 
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems uber E 


[12 Punkte] 

Aufgabe 3 

Erganzen Sie 


(1 

3 

\4 


-2 0 1 \ 
-2 15 
-3 1 6/ 


fxA 

x 2 

x 3 

\xj 


jl\ 

1 

w 



( 1 \ 


0\ 

x-l = 

1 

, X 2 = 

1 


w 


V 1 / 


zu einer Basis des M 3 ; zeigen Sie, dass Sie tatsachlich eine Basis gefunden haben. 


[6 Punkte] 

Aufgabe 4 


Geben Sie jeweils fur 

a) F = E 2 , b) V = R 3 

entweder eine lineare Abbildung / : V —> V mit Kern(/)=Bild(/) an oder begriin- 
den Sie, warum es eine solche Abbildung nicht geben kann. 

[6 + 6 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 5 


Es sei (a n ) die in Aufgabe 1 definierte Folge. 

a) Zeigen Sie, dass (a n ) konvergiert, und bestimmen Sie ihren Grenzwert. 

b) Konvergiert die Reihe 



? 


Hinweise: Monotonieprinzip; das Ergebnis von Aufgabe 1 kann ohne Beweis benutzt 
werden. 


[7+5 Punkte] 

Aufgabe 6 


Bestimmen Sie alle lokalen Extremwerte der Funktion / : (0, oo) —* R, f(x) = 
und deren Art. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 7 

Berechnen Sie 



l 


[10 Punkte] 

Aufgabe 8 

Gegeben sei die Formel 


ol = ((B V -iC) A ~~>D) — y —iA . 

Bestimmen Sie eine konjunktive und eine disjunktive Normalform von a und geben 
Sie jeweils die vorgenommenen Aquivalenzumformungen an. 

[10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x (->• x n , n e No 

R 

|_ ^ 1 /jr» 1 

n+l 

x x~ n , n G N, n > 2 

K\{0} 

/y» 1 V 1 or* Tl~\~ 1 

x t—^ _ n+1 ^ 

a: a: -1 

(o, (50) 

a: h-> ln(a?) 

a: a: -1 

(-00,0) 

a: h-> ln(— x) 

a: I—)- a:", a£l,a^-l 

(0, oo) 

rp |_V 1 rpOL~\~\ 

X ct+l X 

* ^ i+b 

R 

x i->- arctan(a;) 

x ^ 

(-1,1) 

x n> arcsin(a;) 

x i->- exp(x) 

R 

x i->- exp(x) 

x i->- a x , a > 0, a ^ 1 

R 

x i->- rr^a x 

ln(a) 

X (->• cos(x) 

R 

x i->- sin(x) 

x i->- sin(x) 

R 

x i->- — cos(x) 

X ^ co S 2(x) 

((k — \)i r, (k + |)7r), k e Z 

x i->- tan(x) 

X ^ S in2r^ 

(&7r, (fc + l)7r), k £ Z 

x — cot (a:) 
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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2015 

Klausur am 26.09.2015: 

Aufgabenstellungen 

Aufgabe 1 

Sei a G R mit 0 < a < 1. 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass (1 + a) n < 1 + (2 n — 1 )a fur alle n G N gilt. 
[10 Punkte] 

Aufgabe 2 

(-2 2-2 0 2 \ 

-22 2-24 

Sei4= 2 -2 0 1-3 € M 55 (K). Sei / : R 5 ->• M 5 definiert durch f{x) = Ax 

-6 6-4-17 

0 0 2 -1 1 / 
fiir alle x G E 5 . 

Bestimmen Sie eine Basis von Kern(/) und von Bild(/). 

[18 Punkte ] 

Aufgabe 3 

Sei V ein Vektorraum liber einem Korper K und seien U und W Unterraume von V. Seien 
u E U, u 0 und w G W, w ^ 0. 

Beweisen Sie: Wenn U Gl W — {0} ist, dann sind u und w linear unabhangig. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 4 

Bestimmen Sie die lokalen Minima und Maxima der Funktion / : M R definiert durch 
f(x) = x + 2 cos(x) fiir alle x G M. 

Folgende Tabelle konnte fiir die Bearbeitung der Aufgabe niitzlich sein und darf ohne 
Begriindung verwendet werden: 



n 

7T 

7T 

7V 

TV 

2tv 

377 

577 

7T 

oc 

u 

6 

4 

3 

2 

3 

4 

6 

sin©) 

0 

1 

2 

V2 

2 

V3 

2 

l 

V3 

2 

V2 

2 

1 

2 

0 

cos©) 

1 

V3 

2 

V2 

2 

1 

2 

0 

1 

2 

V2 

2 

V3 

2 

-1 


[8 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


LA KL 


Aufgabe 5 

Seien a, b €E R mit a < b. Sei / : [a, b] —> R eine stetige Funktion mit den beiden folgenden 
Eigenschaften: 

(i) Fiir alle x G (a, b ) gibt es ein y G {x, b\ mit f{y) > f(x). 

(ii) Fiir a gibt es kein y G (a, b] mit f{y) > /(a). 

Beweisen Sie: Dann gilt 

1. / nimmt das Maximum in a an, d.h. fiir jedes x G [a, b] gilt f(x) < /(a). 

2. / nimmt das Maximum in keinem Punkt c G (a, b) an. 

3. / nimmt das Maximum auch in b an. 

[3 + 3 + 6 — 12 Punkte] 


Aufgabe 6 


Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. 

00 n 

2^ 2 n nl 
n=1 


2- E(l + 

n=1 


[6 + 6 = 12 Punkte] 


Aufgabe 7 

Bestimmen Sie zu jeder Stelle, an der ein Variablensymbol in den folgenden Formeln steht, 
ob es dort frei oder gebunden ist. Variablensymbole werden mit x, y bezeichnet. 

1. MxP{x) -+ P{y ) 

2 . MxP{x) -+ Q{x,y ) 

3. Mx{P{x) -+ Q(x,y )) 

4. Q(x, y) 3yP{x) 

[2+ 3 + 3 + 2 = 10 Punkte} 


© FernUniversitat in Hagen, 2015 


Heruntergeladen durch nn mm (znq72112@eveav.com) 





Klausuraufgaben 


LA KL 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x x n , n G No 

R 

/7» 1 V 1 ry*^ 1 1 

x i— x~ n , n G N, n > 2 

M\{0} 

^ -nVl® n+] 

x \-> x _1 

(0,oo) 

x i-)- ln(x) 

x i— x~ l 

(-oo,0) 

x i-)- ln(—x) 

x i —y x a , aGK,a/-l 

(0, oo) 

1_V 1 rpOi~ |~1 

x ^ a+l x 

X ^ 1+0,2 

R 

x 1 —)► arctan(x) 


(-1,1) 

x i-)- arcsin(x) 

x i —y exp©) 

R 

x 1 —)► exp(x) 

xKo a: ,o>0,a/l 

R 

Infa) 0 " 

X I—)► cos©) 

R 

x 1 —)► sin(x) 

x i—)► sin©) 

R 

x 1 —y — cos(x) 

X ^ 0032(0;) 

((k — |)7r, (k + |)7r), k G Z 

x 1 —)► tan©) 


(/c7r, © + 1 ) 71 "), k G Z 

X4 - COt(x) 
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Mathematische Grundlagen (01141) WS 2015/16 

Klausur am 27.02.2016: 

Aufgabenstellungen 

Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 

Aufgabe 1 

(l l\ 

Sei A = „ , . Mit A n bezeichnen wir das n-fache Produkt, also A" = A ■ A ■■■■ A. 
\ 0 1/ ’ '-.-- 

v ' n Mai 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass A" = ^ fiir alle n £ N gilt. 

[5 Punkte ] 

Aufgabe 2 

Berechnen Sie in Abhangigkeit von der Konstanten m £ M die Treppennormalform 
der erweiterten Koeffizientenmatrix und die Losungsmenge des linearen Gleichungs- 
systems iiber K. 

/3 2 4 -l\ /3\ 

1 1 2 0 \ X2 = 1 . 

V2 2 4 mj [ij 

[14 Punkte] 

Aufgabe 3 

Die Abbildung / : M 2 2 (R) —> M 2 mit 



ist linear (was Sie nicht zu beweisen brauchen). Bestimmen Sie Kern(/) und Basen 
von Kern(/) und Bild(/). 

[10 Punkte] 

Aufgabe 4 

Untersuchen Sie, ob die folgenden Grenzwerte existieren, und bestimmen Sie sie ggf.: 

. sin(n) • cos(n) sin (a:) • cos(x) 

a) lim - , 0 ) lim - . 

71—^00 fi X 

[5 + 5 = 10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 5 

Zeigen Sie, dass die Funktion / : R — > R,/(x) = x ■ cos©), im Intervall (0, |) 
genau ein lokales Maximum hat. 

[5 Punkte] 

Aufgabe 6 

Begriinden Sie, ob die Reihe 

y, n\n n 

h Pd! 

konvergiert oder divergiert. 

[5 Punkte] 

Aufgabe 7 

Berechnen Sie 

7T 3 ^ 

a) x cos(x) dx , b) / - - dx . 

J J x — 1 

0 2 

[5 + 5 = 70 Punkte] 

Aufgabe 8 

a) Gegeben sei die Formel 

a = (A -)■ B) V (C (B A D)) . 

Bestimmen Sie eine konjunktive und eine disjunktive Normalform von a und geben 
Sie jeweils die vorgenommenen Aquivalenzumformungen an. 

b) Zeigen Sie per Wahrheitstafel, dass fur zwei Formeln ft, 7 stets f3 A (/3 V 7) ~ /3 
gilt. 

c) Finden Sie damit eine Normalform von a aus a), die gleichzeitig DNF und KNF 
ist? 

[6 + 3 + 3 = 12 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x (->• x n , n e No 

R 

|_ ^ 1 /jr» 1 

n+l 

x x~ n , n G N, n > 2 

K\{0} 

/y» 1 V 1 or* Tl~\~ 1 

x t—^ _ n+1 ^ 

a: a: -1 

(o, (50) 

a: h-> ln(a?) 

a: a: -1 

(-00,0) 

a: h-> ln(— x) 

a: I—)- a:", a£l,a^-l 

(0, oo) 

rp |_V 1 rpOL~\~\ 

X ct+l X 

* ^ i+b 

R 

x i->- arctan(a;) 

x ^ 

(-1,1) 

x n> arcsin(a;) 

x i->- exp(x) 

R 

x i->- exp(x) 

x i->- a x , a > 0, a ^ 1 

R 

x i->- rr^a x 

ln(a) 

X (->• cos(x) 

R 

x i->- sin(x) 

x i->- sin(x) 

R 

x i->- — cos(x) 

X ^ co S 2(x) 

((k — \)i r, (k + |)7r), k e Z 

x i->- tan(x) 

X ^ S in2r^ 

(&7r, (fc + l)7r), k £ Z 

x — cot (a:) 
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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2016 

Klausur am 24.09.2016: 

Aufgabenstellungen 

Die Losungen aller Aufgaben miissen begriindet werden. 

Aufgabe 1 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass 

2n + 1 < n 2 < T 

fiir alle n > 4 gilt. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 2 

Welche der folgenden Mengen sind Unterraume von M 22 (Q)? 

w 1/1 = {(o 

< b > c/2 ={(- 0 S )'“ € «} 

[8 Punkte] 

Aufgabe 3 

Sei 

1 -1 1 l\ 

A= -2 2 11 €M 34 (M). 

V-i 1 1 V 

(a) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Ax = 0 und bestimmen Sie eine Basis der 
Losungsmenge. 

(b) Erganzen Sie Ihre in (a) gefundene Basis zu einer Basis B von R 4 . 

(c) Sei B die Basis aus (b) und C die kanonische Basis von R 3 . Bestimmen Sie fiir 
/ : R 4 —>► R 3 mit f(x) = Ax die Matrixdarstellung ^M j g(/). 
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Klausuraufgaben 


LA KL 


(1\ 


/ o\ 

0 


1 

0 

5 

1 

\-y 


\ 0 ^ 


(Hinweis: Sollten Sie keine Losung fiir (a) gefunden haben, erganzen Sie in (b) 


zu einer Basis von R 4 . Sollten Sie in (b) keine Basis bestimmt haben, losen Sie (c) mit einer 
beliebigen Basis C von R 4 , bei der jeder Basisvektor mindestens zwei Eintrage ungleich 
Null besitzt.) 


[8 + 4+4 —16 Punkte] 


Aufgabe 4 

Sei V ein K-Vektorraum und / : V —> V linear. Beweisen Sie, dass genau dann Kern(/) fl 
Bild(/) = {0} gilt, wenn Kern(/ o /) = Kern(/) ist. 

[8 Punkte] 

Aufgabe 5 

Sei (b n ) ne ^ eine Folge mit 0 < b n < 1 fiir alle n G N. Beweisen Sie, dass die Folge (a n ) ne ^ 
mit 

n 

a n — Y[bi fiir alle n G N 

2=1 

konvergiert. 

(Hinweis: Monotonieprinzip) 

[8 Punkte\ 

Aufgabe 6 

Sei D — [—\/2, a/2] Q K. und / : D -+ R mit f{x) — a/2 — x 2 fiir alle x G D. 

(a) Berechnen Sie die erste und zweite Ableitung von / im Intervall (— a/2, a/2). 

(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von /. 

(c) Berechnen Sie das zweite Taylorpolynom von / in xq = 1. 

[4+5 + 3 — 12 Punkte ] 


Aufgabe 7 

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. 



oo 

(b) X V3 + n 

71=1 
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Klausuraufgaben 


LA KL 


[10 Punkte 


Aufgabe 8 


Bestimmen Sie eine Negationsnormalform der beiden folgenden Formeln: 

(a) —i((A V B ) A (— V C )) 

(b) ->^xBy(R(x,y)A(-^Q(y)))) 

[4+4=8 Punkte ] 


Funktion 

x i-A x n , n G No 


Definitionsbereich 


S t ammfunkt ion 


1 n +1 
n+l X 


x i-A x _n , n G N, n > 2 

M\{0} 

/y» i v 1 /v» / Tt m 

x ^ _ n+1 X 

x \-y x _1 

(0,oo) 

x i-A ln(x) 

x i-A x _1 

(-oo,0) 

x i-A ln(—x) 

x i— y x a , aGK,a/-l 

(0, oo) 

|_V 1 rpCX~ 1~1 

x ^ a+l x 

x ^ i+b 

R 

x i-A arctan(x) 


(-1,1) 

x i-A arcsin(x) 

x i— y exp(x) 

R 

x i-> exp(x) 

x i-A a x , a > 0, a ^ 1 

R 

x i-A T~r^a x 

m(a,) 

X i—^ cos(x) 

R 

x i-A sin(x) 

x i-A sin(x) 

R 

X i—)• — cos(x) 

x 1 — y of \ 

cos z (x) 

((fc — |)7r, (fc + k € Z 

x tan(x) 

x i— y . 2 / \ 

(/c7r, (fc + l)vr), fcGZ 

x i— y — cot(x) 
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1 

2 

3 

4 

5 
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12 

12 

10 

10 

10 
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Mathematische Grundlagen (01141) WS 2016/17 

Klausur am 04.03.2017: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 

Aufgabe 1 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle n £ N die folgende Formel 
fur die Summe der ersten n Quadratzahlen gilt: 


Ek 2 ='i 


Q 9 

n n 


[5 Punkte\ 

Aufgabe 2 

Berechnen Sie die Treppennormalform der erweiterten Koeffizientenmatrix und die 
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems uber E 


1 

2 

3 

o\ Xl 

3 

7 

11 

0 

2 

3 

4 

l) X 3 




\® 4 . 


[12 Punkte] 

Aufgabe 3 


Die Abbildung / : R 3 —> M 22 (R) mit 


/( M) 

\c 


a + b + c a — b 
2 a c 2 b -I - c 


ist linear (was Sie nicht zu beweisen brauchen). Bestimmen Sie Kern(/) und Basen 
von Kern(/) und Bild(/). 

[12 Punkte] 

Aufgabe 4 

Bestimmen Sie die lokalen Minima bzw. Maxima der Funktion /:/—>• M, I = 
[0,oo), f(x) = ^ . 

[10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 5 

Die Funktionen / und g seien auf dem Intervall I streng monoton und differenzierbar; 
es seien a, b e I mit a < b und /(a) = g(b) = 0. Beweisen Sie, dass es ein x 0 G (a, 6) 
gibt mit 

d'O q) = fjx q) 

dt^o) /Oo) 



[id Punkte] 

Aufgabe 8 

Gegeben sei die Formel 

a = (DV(B A -.C)) A . 

Bestimmen Sie eine konjunktive und eine disjunktive Normalform von a und geben 
Sie jeweils die vorgenommenen Aquivalenzumformungen an. 

[8 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x (->• x n , n e No 

R 

|_ ^ 1 /jr» 1 

n+l 

x x~ n , n G N, n > 2 

K\{0} 

/y» 1 V 1 or* Tl~\~ 1 

x t—^ _ n+1 ^ 

a: a: -1 

(o, (50) 

a: h-> ln(a?) 

a: a: -1 

(-00,0) 

a: h-> ln(— x) 

a: I—)- a:", a£l,a^-l 

(0, oo) 

rp |_V 1 rpOL~\~\ 

X ct+l X 

* ^ i+b 

R 

x i->- arctan(a;) 

x ^ 

(-1,1) 

x n> arcsin(a;) 

x i->- exp(x) 

R 

x i->- exp(x) 

x i->- a x , a > 0, a ^ 1 

R 

x i->- rr^a x 

ln(a) 

X (->• cos(x) 

R 

x i->- sin(x) 

x i->- sin(x) 

R 

x i->- — cos(x) 

X ^ co S 2(x) 

((k — \)i r, (k + |)7r), k e Z 

x i->- tan(x) 

X ^ S in2r^ 

(&7r, (fc + l)7r), k £ Z 

x — cot (a:) 
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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2017 

Klausur am 09.09.2017: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen begriindet werden. 


Aufgabe 1 


Sei / : K -> R mit f(x) = x‘ 2 e~ x . Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass 

f^ n \x) — ( —l) n (n(n - 1) - 2 nx 4- x 2 ) e~ x 

fur alle n € N gilt. Dabei ist mit f( n \x) die n-te Ableitung von / gemeint. Sie miissen 
nicht zeigen, dass diese existiert. 

[10 Punkte ] 

Aufgabe 2 f/ 


Sei a£l und 


A = 


1 

2 

1 


1 

3 

-1 


2\ 

5 

a) 


e m 33 (E). 


(a) Bestimmen Sie (in Abhangigkeit von a) die Treppennormalform von A. 

(b) Bestimmen Sie ein a € R, so dass die Abbildung /a : R 3 -> R 3 mit x >—> Ax nicht 
bijektiv ist. 


[8 + 4 = 12 Punkte] 


Aufgabe 3 lJ 


Sei / : K 2 —> K 2 eine lineare Abbildung. Sei 


f, ' = { W eR!|/( W>Hd } ’ 

(a) Zeigen Sie, dass Uj ein Unterraum von K 2 ist. 

(b) Zeigen Sie, dass Uf C 1 Kern(/) = { } gilt. 

[6 + 4 = 10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 4 

Sei V ein K-Vektorraum. Sei / : V -> V eine lineare Abbildung. Seien v,w G V mit 

v, ui 0. Waiter gebe es A, \i G K mit A =£ /i so dass /(d) = Ad und f(w) = fjw gilt. Zeigen 

Sie, dass v und w linear unabhangig sind. 

[5 Punkte] 

/' 

Aufgabe 5^ 

Welche der folgenden Mengen sind nach unten bzw. oben beschrankt, welche besitzen ein 
Minimum oder ein Maximum? 

(a) A = {n G N | n ist ungerade} 

(b) B = {x G Q | x 2 — 1 > 0} 

(c) C = {x G 1 | \x - 1| - 1 < 0} 

(d) D = {x G K | x 2 + 2x + 1 < 1} 

[2+ 2 + 2 + 2 = 8 Punkte] 

Aufgabe 6 


Fiir eine Folge (a n ) ne pj mit o„ < 0 fiir alle n G N gelte lim a n = 0. Zeigen Sie, dass es zu 
jedem m G N ein no G N mit a m < a n fvir alle n > no gibt. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 7 i/ 


Welche der beiden folgenden Reihen konvergieren? 


n=0 

oo j — 

(b) E # 

n= .1. 

[6 + 6 = 12 Punkte] 

Aufgabe 8^ 

(a) Stellen Sie eine Wahrheitstafel fiir die Formel 

((P->Q)A(i?,VQ)) -+ (P A Q) 
auf. Ist die Formel erfullbar? 
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(b) Sind die Formeln 


(P A ((Q A R) V (Q A ~<R ))) V (i? A Q) und (PV R) AQ 
logisch Equivalent? 

[5 + 5 = IQ Punkle] 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x x- n , ii g No 

R 

X H4 ^X n+1 

x >-4 x~ n , n G N, n > 2 

K \ {0} 

~ ~- UlAT l- 

x ~jjxr n+l 

X H-> X"" 1 

(0, oo) 

x i-> ln(x) 

X x~ 1 

(-oo,0) 

x i-4 ln(-x) 

X x a , ca 

(0, oo) 

* ^ 7^jx a+1 

nb___ 

R 

-° 1 1- .__ 

x h 4 arctan(x) 

,/CT_ 

(-1,1) 

x i—> arcsin(x) 

x (—> exp(x) 

R 

x i-4 exp(x) 

x a x , a >0,o^l 

R 

x ^ nrb a ' T 

x t—> cos(x) 

R 

x 1-4 sin(x) 

x i-» sin(x) 

R 

x i-4 — cos(x) 

X !—} -—r 

cos-(x) 

((k ~ I X,X+ \)ir),k G Z 

x t-4 tan(x) 

X i — > ■>, x 

{kix. (k + k £ Z 

x f—> — cot(x) 
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Mathematische Grundlagen (01141) WS 2017/18 

Klausur am 10.03.2018: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgabe 1 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle n G N die folgende Unglei- 
chung fiir die Summe der ersten n Quadratzahlen gilt: 

n 

k 2 < n 3 . 

k =1 


[6 Punkte] 

Aufgabe 2 

Berechnen Sie in Abhangigkeit von /3 <G M die Treppennormalform der erweiterten 
Koeffizientenmatrix und ggf. die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems liber 
R 

(1 

2 

\1 

[12 Punkte] 

Aufgabe 3 

Beweisen oder widerlegen Sie jeweils: Es gibt eine lineare Abbildung f L : V t Vi 
mit Bild(/j)=Kern(/j) 

i) fiir Vi = R 2 , 

ii) fiir V 2 = M 33 (R), 

iii) fiir E 3 = K[T]. 

(Bei Angabe eines korrekten Beispiels fiir einen Beweis miissen Sie die Linearitat 
nicht nachrechnen, aber Bild und Kern - ebenfalls ohne Beweis - korrekt angeben.) 

[4 + 4 + 6 = 14 Punkte] 


0 

1 


1 

4 


-1 -1 P , 


(x i\ 

x 2 

x 3 

\x±) 


( 2 \ 

5 

w 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 4 

Betrachten Sie die Funktion / : R —> K, definiert durch 

0 fiir x = 0 
a: 2 sin(^) fiir x ^ 0 

i) Zeigen Sie: / ist stetig auf M. 

ii) Zeigen Sie: / ist differenzierbar auf R. 

iii) Ist f stetig in x 0 = 0? 

[4 + 4 + 6 = 14 Punkte] 

Aufgabe 5 

Beweisen Sie die Bernoullische Ungleichung 

(1 + x) n > 1 + nx fiir x > — 1, n G N 

nicht mit vollstandiger Induktion, sondern mit den Mitteln der Differentialrechnung 
(angewendet auf die Differenz der beiden Seiten). 

[5 Punkte ] 

Aufgabe 6 

Untersuchen Sie die Reihen 

*) 

71= 1 ' V V ' U 71=1 ' V 

auf Konvergenz. 

[5 + 5 = 10 Punkte] 

Aufgabe 7 

Berechnen Sie 

x^/x + 1 dx . 

o 

[8 Punkte ] 

Aufgabe 8 

Gegeben sei die Formel 

cf = A A 'B —y CAD. 

Bestimmen Sie eine konjunktive und eine disjunktive Normalform von a und geben 
Sie jeweils die vorgenommenen Aquivalenzumformungen an. 

[8 Punkte ] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x (->• x n , n e No 

R 

/•£» | _^ 1 /jr» 1 

n+l 

x x~ n , n G N, n > 2 

K\{0} 

/y» | V 1 rn Ti~\~ 1 

x t—^ _ n+1 ^ 

x x~ l 

(o, (50 ) 

a: h-> ln(a?) 

x a: -1 

(—00,0) 

a: h-> ln(—x) 

x I—)- a:", a G R, a ^ — 1 

(0, oo) 

/y» |_V 1 1 

X ^ a+l X 

x ^ i+b 

R 

x (->• arctan(x) 

X ^ 

(-1,1) 

x n> arcsin(x) 

x (->• exp(x) 

R 

x (->• exp(x) 

x i->- a x , a > 0, a ^ 1 

R 

x (->• rr^a x 

ln(a) 

X (->• cos(x) 

R 

x (->• sin(x) 

x i->- sin(x) 

R 

14 - COs(x) 

X ^ co S 2(x) 

((k — \)i r, (k + |)7r), k e Z 

x (->• tan(x) 

X ^ S in2r^ 

(&7r, (fc + l)7r), k £ Z 

x — cot(x) 
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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2018 

Klausur am 08.09.2018: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen begriindet werden. 


Aufgabe 1 

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass 

n 

v a 1 Ti 

— (3i — 2) (Si + 1) 3n + 1 

fiir alle n G N gilt. 

[8 Punkte] 

Aufgabe 2 


Sei / : 


mit /( 


x\ + x 2 + xs 

X2 + X% + £4 


(a) Zeigen Sie, dass / linear ist. 

(b) Bestimmen Sie eine Matrix A, so dass f(x) — Ax fiir alle x G M 4 gilt. 

(c) Bestimmen Sie eine Basis von Kern(/). 

(d) Zeigen Sie, dass / surjektiv, aber nicht injektiv ist. 


(e) Bestimmen Sie c^-s(f) fur £> = ( 


) und C 


[4+S + 4+ S + 4 = 16 Punkte\ 



Aufgabe 3 

Sei V ein M-Vektorraum und S — {^ 1 ,^ 2 ? ^ 3 } G V. 

(a) Zeigen Sie: (xi,x 2 ,x 3 ) = (x\ + x 2 ,x 2 + x 3 ,x 3 + x\). 

(b) Gilt immer © 1 , x 2 , x 3 ) = ©1 — x 2 , x 2 — x 3 , x 3 - x±)? 
[6 + 4 — 10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 4 

Geben Sie jeweils ein Beispiel (mit kurzer Begrundung) fur 

(a) ein lineares Gleichungssystem mit unendlich vielen Losungen. 

(b) eine Teilmenge von R, die einen Haufungspunkt besitzt, der nicht in der Menge 
enthalten ist. 

(c) reelle Zahlen a und 6, so dass e~ x dx — 1 gilt. 

[3 + 3 + 4 =10 Punkte ] 

Aufgabe 5 


Fur welches a G R ist die Funktion 


stetig? 


fa ■ [0, 7r] 


H, x i —y 


sin(2x) 
cos(x) ; 

a, 


x + f 


x — 


[5 Punkte ] 

Aufgabe 6 


Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) — sin(x) — e x im Intervall [0, |] genau eine Nullstelle 
besitzt. 

[8 Punkte] 

Aufgabe 7 


Fiir welche x G R konvergiert die Potenzreihe 



[10 Punkte\ 

Aufgabe 8 


Gegeben sei die aussagenlogische Formel 

ft=(A4(BA -i<7)) (-.S (-.A V C)). 


(a) Zeigen Sie mit Hilfe einer Wahrheitstafel (mit Zwischenschritten), dass a eine Tau- 
tologie ist. 
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MG KL 


(b) Formen Sie a mit Hilfe von Aquivalenzregeln in eine Negationsnormalform um. 

) + 5 — 10 Punkte] 
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Mathematische Grundlagen (01141) 


WS 2018/19 


Klausur am 09.03.2019: 
Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 


Aufgabe 1 

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle n £ N die folgende Gleichung 
gilt: 


2 k = 2 n+1 - 2 . 


[5 Punkte\ 


Aufgabe 2 

Berechnen Sie in Abhangigkeit von rn <G K die Treppennormalform der erweiterten 
Koeffizientenmatrix und ggf. die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems liber 


12 0 1 
12 12 
2 4 —1 m 


[14 Punkte] 


Aufgabe 3 

Die Abbildung 


, / 


f 0 > 
Xi + x 2 

X4 — X3 
X3 — X4 

K 0 > 


ist linear (was Sie nicht zu zeigen brauchen). Bestimmen Sie Basen von Kern(/) und 
Bild(/) und iiberprufen Sie die Aussage des Rangsatzes. 

[10 Punkte] 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


Aufgabe 4 

Geben Sie jeweils ein Beispiel (mit kurzer Begrundung) fur 

a) eine lineare Abbildung / mit dim(Kern(/))=l; 

b) eine Teilmenge von M, die Infimum und Maximum, aber kein Minimum besitzt; 

c) eine diver gente Reihe mit |"| < 1 fiir alle n € N; 

d) eine Funktion / : K. —> K, die in xq = 1 stetig, aber nicht diffferenzierbar ist. 

[4 + 3 -\- 3 + 4 = H Punkte] 

Aufgabe 5 

2 

Beweisen Sie, dass es genau ein igK gibt mit e~ x = Geben Sie ein Intervall 
mit Lange < 1 an, in dem dieses x liegt. 

[10 Punkte] 


Aufgabe 6 

Untersuchen Sie die Reihe 

n\n n 

hi ( 2n ) ! 

auf Konvergenz. 

[5 Punkte] 


Aufgabe 7 

Berechnen Sie 


[5 Punkte] 



dx . 


Aufgabe 8 

Gegeben sei die Formel 

a = B)V (C (AAB)) . 

Bestimmen Sie eine konjunktive und eine disjunktive Normalform von a und geben 
Sie jeweils die vorgenommenen Aquivalenzumformungen an. 

[5 Punkte] 
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Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x (->• x n , n e No 

R 

/•£» |_^ 1 /jr» 1 

n+l 

x x~ n , n G N, n > 2 

K\{0} 

/y» | V 1 rn Ti~\~ 1 

x t—^ _ n+1 ^ 

x x~ l 

(o, (50 ) 

a: h-> ln(a?) 

x a: -1 

(—00,0) 

a: h-> ln(—x) 

x I—)- a:", a G R, a ^ — 1 

(0, oo) 

/y» |_V 1 1 

X ^ a+l X 

x ^ i+b 

R 

x (->• arctan(x) 

X ^ 

(-1,1) 

x n> arcsin(x) 

x (->• exp(x) 

R 

x (->• exp(x) 

x i->- a x , a > 0, a ^ 1 

R 

x (->• rr^a x 

ln(a) 

X (->• cos(x) 

R 

x (->• sin(x) 

x i->- sin(x) 

R 

14 - COs(x) 

X ^ co S 2(x) 

((k — \)i r, (k + |)7r), k e Z 

x (->• tan(x) 

X ^ S in2r^ 

(&7r, (fc + l)7r), k £ Z 

x — cot(x) 
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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2019 

Klausur am 07.09.2019: 

Aufgabenstellungen 


Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden. 

Aufgabe 1 

Sei / : M —>■ M mit f(x) = JA Diese Funktion ist unendlich oft differenzierbar, was 
Sie nicht zeigen miissen. Zeigen Sie mit Induktion nach n, dass fur alle n E N fur 
die n-te Ableitung der Funktion f (n} gilt: 

e x 

[10 Punkte] 


Aufgabe 2 

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem 


Xi 

+ 

2 x 2 - x 3 

— 

x 5 = 

0 

—X\ 

— 

2 x 2 - 2 x 3 

— X4 — 

x 5 = 

-1 

X\ 

+ 

2 x 2 P 6x3 

+ 4^4 + 

2 x$ 

5 



x 3 

+ 

x 5 = 

0. 


Berechnen Sie die Treppennormalform der erweiterten KoefRzientenmatrix und be- 
stimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 3 

1. Genau eine der beiden folgenden Abbildungen ist linear. Begriinden Sie fur 
beide Abbildungen, warum sie linear bzw. nicht linear sind. 

(a) / : M 22 (M) R mit /(^ ^)=ar/ + be, 

(b) g : M 22 (R) -► R mit g{ ^ ) = a - 2(6 + c) - d. 

2. Genau eine der beiden folgenden Mengen ist eine linear unabhangige Teilmenge 
von IR 4 . Begriinden Sie fiir beide Mengen, warum sie linear unabhangig bzw. 
linear abhangig sind. 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


(a) Mi = 


/ 1 \ 

0 

1 

VO J 


r/i\ 


(b) M 2 = j 
[6 + 6=12 Punkte] 


0 
1 

IW 


/ 2 \ 
-1 
0 

V 3 y 

/ 2 \ 
— 1 
— 1 


/ 0 \ 

0 

-1 

V 2 y 


/o\i 

i 

3 


V 5 y v-5/j 


Aufgabe 4 


Sei / : 


mit /( 


/xi\ 

x 2 

x 3 

w 


X4 

x 3 
\^2 + 


Diese Abbildung ist linear, was Sie 


nicht beweisen mussen. Bestimmen Sie Rg(/). 
[5 Punkte] 


Aufgabe 5 


Sei / : M —> IR. mit f(x) 

Ist / stetig? 

[10 Punkte] 


x 3 |sin(b)| fiirxeR\{0}, 
0 fur x = 0. 


Aufgabe 6 

Sei a < b und / : [a, b] -+ R stetig und auf (a, b) differenzierbar mit f(x) y 0 fiir 
alle a < x < b. Zeigen sie, dass / injektiv ist. 

(Hinweis: Mittelwertsatz) 

[10 Punkte] 


Aufgabe 7 


Gegeben sei die Reihe ( — 1)" L =r- Zeigen Sie, dass diese Reihe konvergiert, aber 

71=1 
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Klausuraufgaben 


MG KL 


nicht absolut konvergiert. 

[10 Punkte] 

Aufgabe 8 

Gegeben sei die Formel a = ((A —>■ B) A (B C)) —* (A A B ). 

(a) Stellen Sie die Wahrheitstafel (mit Zwischenschritten) fur a auf. 1st die Formel 
erfiillbar, tautologisch, widerspruchsvoll? 

(b) Finden Sie eine konjunktive oder disjunktive Normalform fur a. 

[5 + 5 = 10 Punkte] 


Funktion 

Definitionsbereich 

Stammfunktion 

x x n , n G No 

R 

/y* |_V 1 1 

71+1 

x (->• x~ n , n G N, n > 2 

R\{0} 

/•£» | v, 1- 71+1 

— 71+1 ^ 

X (->• x~ l 

(0, oo) 

x (->• ln(x) 

X (->• x~ l 

(-oo,0) 

x (-)■ ln(— x) 

x (->• x a , a6l,a/-l 

(0, oo) 

X (->• -PrX a+1 
a+1 

' > l+x2 

R 

a: arctan(aa) 


(-u) 

x i-G arcsin(a;) 

x exp(x) 

R 

x exp(x) 

a; H> a 1 , a > 0, a ^ 1 

R 

x i —^ T~T^a x 

m(a) 

X COs(x) 

R 

x (-)• sin(x) 

x sin(aa) 

R 

IH- COs(x) 

x i — y o ( \ 

cos z (x) 

((k — |)7r, (k + |)7r), A; G Z 

a: tan(x) 

x i— y . 2 / \ 

sirr (cc) 

(A)7t, (A: + 1 ) 7r ) , A; G Z 

x i->- — cot(x) 
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